Fonctions sinus et cosinus

I. Calculs de limite en 400 et —oo.
Meéthode : les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limite en +oo et —oo.

Pour déterminer les limites, on utilise :

- les encadrements ‘ —1 <sin(z) <1 ‘ et ‘ —1 < cos(z) <1 ‘ valables pour tout réel z

- et le théoréme de comparaison ou le théoréme des gendarmes.

Rappels de certaines propriétés des fonctions sinus et cosinus :

cos(—x) = cosx sin’(x) = cosx cos?z +sin®z =1
sin(—z) = —sinx cos’(z) = — sin(x)
Exercice 1 Calculer les limites suivantes :
. sinx
1. lim

r——+0o0 €T

2. lim cosxz+x
r— 400

I1. Calcul de dérivées :

Exercice 2 Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1. Pour z € R f(z) =zsinz
-7 T sinx
2. P —_— = =
ourxe} 2 ’2[ 9() cos T
. 7r
3. Pourz € R h(z) = sin (3:E - g)
4. Pour z € R p(z) = (14 cosz)?

ITI. Etudes des variations d’une fonction

Exercice 3

Soit  f(x) = cos (3z + g) sur {0 ; %]

1. Calculer f/(z) pour x € {0 ,%}
. ™ . . s

2. Size [0 ; E}, a quel intervalle appartient 3z + 3 ?

3. En déduire les variations de f sur [0 ; %}

4. Résoudre f(x) =0 sur [0 ,%}

5. Donner le tableau de signe de f(z) sur [0 ; %}

Exercice 4| Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit  f(x) =2x +sinz sur R.
1. Montrer que f(—z) = —f(x). Que peut-on en déduire pour la courbe de f?
2. Déterminer les variations de f sur R.

3. Calculer la limite de f en +oco0.



Exercice 5| Le plan est muni d’un repére orthonormeé.

Soit  f(x) =sinz —xzcosz sur [—27; 27].

1. Calculer f(—=z) pour x € R. Que peut-on en déduire pour la courbe de f?
Justifier qu’il suffit d’étudier f sur [0; 27].

2. Déterminer les variations de f sur [0; 27]

Voir solutions sur les pages suivantes
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Solutions

I. Calculs de limite en +o0o et —oo.

Exercice 1

Calculer les limites suivantes :

. sinx
1. lim
r— 400 €T

Pour tout réel x, ona: —1<sinx < 1.

Pour = > 0, on a donc :

Remarque : on considére x > 0 car la limite se calcule en 400 et il ne faut pas avoir x = 0 pour pouvoir diviser par z.

1 -1 sinx
On a: lim —=0et lim — =0 donc d’aprés le théoréme des gendarmes : lim =0
rx——+oco I rx——+oco I T—r+00 xX
2. lim cosz+ =z
Tr—+00
Pour tout réel z, ona: —1<cosx < 1.
etdonc: —-1+4+zxz<cosz+z<1l+u.
On a: lim —1+4+ax =+o0 donc d’aprés le théoréme de comparaison : lim cosxz +x =400
Tr—r+o0 Tr—r+00
II. Calcul de dérivées :
Calculer la dérivée des fonctions suivantes :
1. Pour z € R f(z) =zsinz Formule : uv
f'(r) =1xsinz +x x cosz
‘ f/(zr) =sinx + zcosw ‘
-7 sinx U
2. Pourze |—; - g(x) = Formule : —
272 cosx v
cos z cosx — sinz(— sin x)
g'(z) = 5
(cosx)
2 .2
COs“ T + sin” .
g (z) = — car cos? x +sin’z = 1
cos? x
1
/
r) = ——
9() cos? x
T
3. Pourz € R h(z) = sin (3z - g) Formule : sinu (sinw)’ = cosu x v’ = u' cosu

h'(z) = 3 cos (3z - g)

4. Pour z € R p(z) = (1 + cosz)? Formule : u> (u?) = 2uu/

p'(r) =2(1+ cosz) x (—sinw)

‘p’(x) = —2sinx (1 + cosz) ‘




ITI. Etudes des variations d’une fonction
- . _ Z .
Soit  f(x) = cos (31: + 3) sur [0 ; 6}

1. Calculer f'(x) pour x € {0 ,%}

f'(z) :—sin(Sx—i—g) X 3

Formule : cosu (cosu) = —sinu x u' = —u'sinu

f(z) = —3sin (31‘ + g)

2. Siz e [0 ; %}, a quel intervalle appartient 3z + g ?
Ona: 0<z<

donc 0<3z<g

T T T 7
done = <3w+ o <o+
onc 3 3x+3 2+3
4 7r<3 +7T<57T
onc —<3z+-<—
3 3 6
T T 5w
d 3 — - —
onc x+3€{3,6]

3. En déduire les variations de f sur [0 ; %}

5
Ona: f'(z)=—3sin (31: + g) avec 3x + % € [g ,%}

. s : T 5T . . :
Avec un cercle trigonométrique, on voit que sur [§ ; E] (arc colorié en noir), le sinus
est positif.

doncsi 3z + il S

7r_57r
3

5’3} on a sin(3x+g)>0

et donc | f'(x) <0| sur {0 ,%}

Conclusion : f est décroissante sur [0 ; %}

4. Résoudre f(x) =0 sur [0 ; %}

NIE]
wl

o
S

~
N

5
On a : cos<3x+g):0 avec 3x+ge{g;%}
7r 7T . .
& 3z + 3% d’aprés le cercle trigonométrique précédent
7r
S3r==-—=
v 3
T
& 3r=—
76
@$:118 doncf(x):()pourx:17T—8

T
5. On sait que f est décroissante et s’annule en ITE on peut donc donner le tableau de

signes suivant :



—o— &l
=

f(z) =2z +sinz sur R.

1. Montrer que f(—xz) = —f(z). Que peut-on en déduire pour la courbe de f?
Ona: f(—z)=—2x+sin(—z) = —2z —sin(z) = —f(x)
On en déduit que la courbe de f est symétrique par rapport & l’origine. Pour s’en convaincre, considérer les points de
la courbe de f, M d’abscisse x et P d’abscisse —x, on a alors  yp = f(—2) = —f(z) = —ynm
2. Déterminer les variations de f sur R.
fl(z) =2+ cosx
On a pour tout réel x :  —1 < cos(z) <1 donc 1< 2+cos(z)<3 etdonc f'(z)>0surR.
Conclusion : f est croissante sur R.

3. Calculer la limite de f en +oo.

Ona,pourtoutréelz: —1<sin(z) <1 donc —1+42x <sinax+2z < 142z clest-a-dire  —142z < f(z) < 142z
On a : lim —1+2z=+00 et d’aprés le théoréme de comparaison, on en conclut que | lim f(z) = +oo|.
Tr—r+00 Tr—r+o0
Le plan est muni d’un repére orthonormé.
Pour tout x € R,ona: f(z)=sinz —xzcosz sur [-27; 27].

1. Calculer f(—z) pour z € R. Que peut-on en déduire pour la courbe de f?

On a, pour tout réel  :  f(—x) = sin(—z) + z cos(—x) = —sinx + z cos(r) = —(sinz — zcosx) = —f(z)

On a, pour tout réel z : ‘ f(=z)=—f(=z) ‘ donc la courbe de f est symétrique par rapport a 'origine.

Pour s’en convaincre, considérer les points de la courbe de f, M d’abscisse x et P d’abscisse —x, on a alors yp =
f(-2) = ~f(2) = —yu
Par conséquent, si on connait la courbe de f sur [0; 27|, on pourra en déduire la courbe sur [—27; 27] en tragant le
symétrique par rapport & ’origine.
2. Déterminer les variations de f sur [0; 27]
Ona: f'(z) =cosw — (cosx + z(—sinz)) = cosx — cosz + rsinx = rsinx
Sur [0; 27|, z > 0 donc f'(z) est du signe de sin .
D’apreés le cercle trigonométrique, sin z est positif sur [0; 7] et négatif sur [7; 27].

donc  f'(z) >0sur [0;7 et f'(z)<O0sur|r; 27|

f(x) / \

0 —2m

On a donc le tableau de variations suivant :
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