Bien démarrer la prépa

Applications linéaires

Vérifier qu’un ensemble a pour propriété &

On dit qu'un ensemble F a pour propriété & s’il vérifie les deux conditions suivantes :
(1) Sipour tout u € E et pour tout v € E alors u+v € E.

(2) Sipour tout u € E et pour tout k € R alors ku € E.

Démontrer que les ensembles suivants vérifient la propriété &2.

1. C : Ensemble des nombres complexes.

(1) Soit u € C et v € C alors u = a + ib avec a et b réels et v = a’ + ib" avec a’ et b’ réels.
Ona:u+v=a+ib+ad +i' = (a+ad') +i(b+b") avec a + a’ et b+ b réels donc u +v € C.
(2) Soit u € C et k € R alors u = a +1b avec a et b réels.

On a: ku = k(a +ib) = (ka) + i(kb) avec ka et kb réels donc ku € C.

Conclusion : C vérifie la propriété Z.
2. & : Ensemble des fonctions définies sur R de la forme f(z) = ae” avec a € R.
(1) Soit f € & et g € & alors il existe @ € R tel que f(z) = ae” et il existe 8 € R tel que g(z) = Be”.
La fonction f+ g est définie par (f +g)(z) = f(z)+ g(z) donc (f +¢g)(z) = ae” 4+ Be” = (a4 B)e” avec a+ 5 € R
donc f+g€&.
(2) Soit f € & et k € R alors il existe o € R tel que f(z) = ae”.
La fonction kf est définie par (kf)(z) =k x f(x) donc (kf)(z) =k x ae” = (ka)e” avec ka € R donc kf € &.
Conclusion : & vérifie la propriété &.
3. 2 : Ensemble des fonctions dérivables sur R.
(1) Soit f € Z et g€ P alors f et g sont dérivables.
On a vu en Terminale S que f + g est dérivable (avec (f+ g)/ =f'+ g') donc f+g€ 2.
(2) Soit f € Z et k € R alors f est dérivable.
On a vu en Terminale S que kf est dérivable (avec (kf) = kf') donc kf € 2.

Conclusion : 2 vérifie la propriété .
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4. . : Ensemble des fonctions définies sur R solutions de 1’équation différentielle 2y’ + 3y = 0.

(1) Soit f €. et k € R alors f est solution de 2y’ + 3y = 0 c’est-a-dire 2f'(x) + 3f(z) = 0 et 2¢'(z) + 3g(x) = 0.
On doit vérifier que f+g € . c’est-a-dire que f + g est solution de 2y’ + 3y = 0 soit 2(f +g)'(z) +3(f +g)(x) =0
Ona:2(f+9)'(x) +3(f +9)(x)
=2(f'(z) + ¢'(x)) + 3(f(x) + g(2))
=2f'(z) +2¢'(x) + 3f () + 3g(2)
=2f"(x) + 3f(x) + 2¢'(x) + 3g(x)
=04+0=0
donc f+ge.7

(2) Soit f €. et g€ . alors f et g sont solutions de 2y’ + 3y = 0 c’est-a-dire que 2f'(z) + 3f(x) =
On doit vérifier que kf € .7 c’est-a-dire que kf est solution de 2y’ + 3y = 0 soit 2(kf) (z) + 3(kf)(z) =0
Ona:
2(kf) (@) + 3(k)(x)
=2(kf'(z)) + 3(kf(x))
=2kf'(z) + 3k f(z)
= (2f'(z) +3f(x))
=kx0=0
donc kf € ..

Conclusion : . vérifie la propriété &2.
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Applications linéaires

Soit une application f : E — F avec E vérifiant la propriété &2.

On dit que f est linéaire si elle vérifie les deux conditions suivantes :
(1) Sipour tout u € E et pour tout v € Eon a f(u+v) = f(u)+ f(v).

(2) Si pour tout u € F et pour tout k € R on a f(ku) = kf(u).

f:C —C

Démontrer que f est linéaire.
Ona: f(z) ==z
(1) Soit z € C et 2’ € C on doit démontrer que f(z+ 2') = f(z) + f(2')
Ona: f(z+2)=z+2 =242 = f(2)+ f()
(2) Soit z € C et k € R on doit démontrer que f(kz) = kf(z)
Ona: f(kz) =kz =kz =kz =kf(2) k=k car k estréel.

Conclusion : f est linéaire.

On note :

2 l'ensemble des fonctions dérivables de R dans R ; .# 'ensemble des fonctions de R dans R.

On considére Iapplication suivante :
09 —F
fo—f
Démontrer que ¢ est linéaire.
(1) Soit f € 2 et g € 2 on doit démontrer que o(f + g) = ©(f) + ¢(g)
Ona:o(f+g)=(+9) = +9=e(f)+¢)
(2) Soit f € Z et k € R on doit démontrer que ¢(kf) = kp(f)

Ona:okf)=(kf) =kf =keo(f)

Conclusion : ¢ est linéaire.
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On note :

2 Vensemble des fonctions dérivables de R dans R,
Z l'ensemble des fonctions de R dans R.
On considére I’application suivante :

0:9 — F
fo—af—f
Démontrer que ¢ est linéaire.
Ona:o(f) =4f — f
(1) Soit f € Z et g € Z on doit démontrer que p(f + g) = p(f) + ¢(9)
Ona:o(f+g)=4(f+9) —(f+9) =4 +9)—f—g=4f—f+49 —g=o(f) + ¢(g)
(2) Soit f € Z et k € R on doit démontrer que p(kf) = keo(f)

Ona:(kf)=4(kf) — (kf) = 4kf' — kf = k(4f" = ) = ke(f)

Conclusion : ¢ est linéaire.

On note €, 'ensemble des fonctions continues sur R a valeurs dans R.

On consideére 'application suivante :

Démontrer que ¢ est linéaire.
1
On a: ¢(f) :/ f(z) da.
0

(1) Soit f € € et g € € on doit démontrer que ¢(f + g) = p(f) + »(g)

1

Ona:o(f+g) = / (f + 9)(a) dz = / F(2) + g(z) da = / f(x) da + / o) dz = o) + ¢(g)
(2) Soit f € € et k € R on doit démontrer que ¢(kf) = kp(f)

1 1 1
Ona: p(kf) = / (kf)(x) da = / kf(x) dz =k / f(@) dz = ke (f)

0

Conclusion : ¢ est linéaire.
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Exemples dans R?

On note R? I'ensemble des couples (,y) avec z et y réels.

On admet que R? vérifie la propriété & et que dans R? on a les opérations suivantes :
ePowru=(r,y)eR*etv=(2,y)eR> onautv=(x+2, y+y).
e Pour u = (z, y) € R? et pour k € R, on a ku = (kz , ky).

Ex 6

Soit  f:R — R? définie par :

Démontrer que f est linéaire.

(1) Soit z € R et 2’ € R on doit démontrer que f(z +z') = f(z) + f(2')

Ona: fl(z+2)=0Bx+2), —(z+2")=Br+32", —x—2')= Bz, —x)+ 32", —2) = f(z) + f(a)

(2) Soit z € R et k € R on doit démontrer que f(kz) = kf(x)

On a: f(kx) = (3(kx), —(kx)) = Bka , —ka) =k(3x, —z) = kf(x)

Conclusion : f est linéaire.

Ex 7

On considére 'application suivante :
f: R? — R? définie par :
flx, y)=Q2z, z+y)

Démontrer que f est linéaire.

(1) Soit u=(z , y) € R? et v = (2, y') € R? on doit démontrer que f(u+u') = f(u) + f(u')
Ona: flut+u)=fla+a', y+y)=Qr+a), s+’ +y+y)=Qv+22", 2 +y+a'+y)
=2z, z4+y)+ 22, 2" +y)
= f(z)+ f(&)
(2) Soit u = (z , y) € R? et k € R on doit démontrer que f(ku) = kf(u)

Ona: f(ku) = f(kx , ky) = (2kz , kx+ky) = 2kz , k(z+y)) =k(2z, 2 +y) =kf(u)

Conclusion : f est linéaire.
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