Etudes des variations d’une suite

Exercice 1

On considére la suite (w,,) définie par wy = 1 et, pour tout entier naturel n, w,11 = wye

—Wn

On admet que pour tout entier naturel n, w, > 0. (une récurrence facile permet de le démontrer)

Etudier le sens de variation de la suite (wy,).

Ona:

Pour cela, on va chercher le signe de w41 — wy,

Wyl — Wy = Wpe™ ™ —w, = |wy (e*w" - 1)

On sait que : w, >0 donc —w, <0 donc e ¥" <e’ soit e ™ <1 etdonc e ¥ —1<0
On en déduit donc que pour tout entier naturel n, w, (e*w" - 1) <0 soit wpy1 —w, <0 et donc (wy,)

est (strictement) décroissante.

Exercice 2

On considére la suite (u,) définie par ug = 1 000 et, pour tout entier naturel n, u,+1 = 1, 2u, — 100.

1. Démontrer par récurrence que, pour tout n € IN, |u, > 1 000 |

© Initialisation :

ug =1 000 donc . La propriété est vraie pour n =0

@ Héréditeé :

Soit n > 0, fixé quelconque, tel que u, > 1 000. On va démontrer que wu,41 = 1 000.
Ona: wu,>=1000

donc 1,2 xwu, >1,2x 1000

puis 1,2 X u, — 100 > 1 200 — 100

soit  unp41 > 1100 et donc |u,4q =1 000

® Conclusion :

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, on a démontré que pour tout n € IN, u, > 1 000

2. Démontrer que la suite (u,,) est croissante.

Pour cela, on va démontrer que pour tout entier naturel n, up41 —u, =0

Ona: upty1—uy=1,2u, — 100 —u, =|0,2u, — 100

On sait que u, > 1 000
donc 0,2u, > 0,2 x 1 000
soit 0, 2u, = 200

puis 0, 2u, — 100 > 100

c’est-a~dire  up41 — up > 100 donc |up41 — un = 0| et done la suite (u,) est croissante.
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Exercice 3

On considére la suite (u,) définie par ug = 90 et pour tout entier naturel n, w41 = 0,85u,, + 6.

Démontrer par récurrence que la suite (u,) est décroissante.

On doit donc démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, on a :  wu,41 < uy,.

O Initialisation :

ug =90 et u; =0,85u5+6=0,85x904+6=282,5 donc |u; <ugl

La propriété est vraie pour n =0

® Hérédité :

Soit n > 0, fixé quelconque, tel que u,4+1 < Uy. On va démontrer que Upto < Upy1.
Ona: up41 < up

donc 0,85 X up4+1 < 0,85 X uy

puis 0,85 X Upy1 +6 < 0,85 X uy +6

c’est-a-dire |upy2 < Upt1

® Conclusion :
D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, on a démontré que pour tout entier naturel n,

et donc que la suite (u,,) est décroissante.

Un+1 < Un

Nathalie Arnaud - Lycée Théophile Gautier - Tarbes Variations Suites 2/5

unimath.fr



Exercice 4

On considére la suite (u,) définie par : w; = £ et pour tout n > 1 par wupy1 = gun + =

1. Démontrer que la suite (u,,) est majorée par 3

o 1
Uy < =.
2

On va faire cette démonstration a 'aide d’un raisonnement par récurrence

Pour cela, on va démontrer que pour tout entier naturel n,

@ Initialisation :

2_4 1_5 B
= —=— ¢ - = — _
N T 2710 =y

La propriété est vraie pour n =1

® Heérédité :

1
Soit n > 1, fixé quelconque, tel que u, < 3 On va démontrer que up41 < =

X 2
O DU, < =
na U 2
11
donc -, < = x =
onc 5’[,L <5X2
it —u, < —
SO1 5U 10
W1, L2 1,2
is —up+-<-—+-=
PUS gl T8 <90 "5
Wl 25
soit  —u, + - < —
5 510
d Lo+ 2<cl gt <!
nc —u, +- < - i n —
onc 5u £ <3 SO Up+1 5

® Conclusion :

1
D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, on a démontré que pour tout entier naturel n > 1, |u, < 5t
2. Démontrer que (u,) est croissante.
Pour cela, on va démontrer que pour tout entier naturel n, up41 —u, =0
1 2 4 2
Ona: upy1—u, = gun—l—g—un: —gun—i—g
) 1
On sait que u, < 3
d 4 S 4 y 1
onc —-u —— X =
5"7 572
) 4 -2
soit —gun > ?
) 4 L 2 S —2 L 2
uis ——u - > —+-
P 5" T57 75 5
cest-a-dire  up411 —up =0 donc |upt1 —u, > 0| et donc la suite (u,) est croissante.
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Exercice 5

1 3u
On considére la suite (u,,) définie par wug = 3 et telle que pour tout entier naturel n, U, = -

14 2uy,

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.

O Initialisation :

ug = % donc . La propriété est vraie pour n =0

O Hérédité :

Soit n > 0, fixé quelconque, tel que 0 < u, < 1. On va démontrer que 0 < up41 < 1.

Remarque : comme u, intervient au numérateur et au dénominateur de wu,41, on ne peut pas partir de
0 <wu, <1 pour ariver & u,4; par des opérations sur les inégalités.

Pour démontrer 0 < u,41 <1, on va démontrer que 0 < un,4+1 et up4+1 < 1ce quel’on fera en démontrant

que up4+1 — 1 < 0.

3u .
e D’aprés I'hypothése de récurrence (0 < u, <1),ona wu, >0 etdonc ——— >0 soit .

14 2u,
3, Bup — (14 2u,)  up —1

:7—1_ =
1+ 2u, 1+ 2u, 1+ 2u,

.un-l-l_1

D’apreés 'hypotheése de récurrence (0 < u, < 1), on a :
u, <1 donc wu,—1<0

U, >0 donc 1+ 2u, > 0.

Up — 1 .
On en conclut donc que ——— < 0 c’est-a-dire u —1<0 etdonc |u <1
On a donc bien démontré que [0 < tp41 < 1|

® Conclusion :

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, on a démontré que pour tout entier naturel n, |0 < u, < 1}

2. En déduire que la suite (u,,) est croissante.

Pour cela, on va démontrer que pour tout entier naturel n, wu,41 — u, est positif.

0 3u, Sty — Un (14 2uy)  2up, — 2u2 2un (1 — uy)
na: Upgl —Up = ——=— — Uy = = =
+ 1+ 2u, 1+ 2u, 1+ 2u, 1+ 2u,
2un (1 — uy)

On sait que u, >0 et u, <1 donc 1-—wu, >0 et par conséquent >0

1+ 2u,

c’est-a-dire et donc la suite (u,,) est croissante. (strictement croissante)

Exercice 6

Partie A

3z

Soit la fonction f définie sur [0; +oof par f(z) = o
x

1. Etudier les variations de f sur [0; +oo].

poy L 3(14+2r) -3z x2 3
J) = (1+20°  (1+22)7 >0

La fonction f est donc strictement croissante sur [0; +o0].
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2. Démontrer que si z € [0, 1] alors f(x) € [0; 1].

Si ze€[0,1] alors 0<a <1 etf étant croissante sur [0; +oof, ona f(0) < f(z) < f(1)

avec f(0)=0 et f(1)=-=1 doncona 0< f(z)<1

wlw

—

Remarque : on dit alors que l'intervalle [0; 1] est stable par f

Partie B
3ty

1
On considére la suite (u,) définie par ug = 3 et telle que pour tout entier naturel n, wu,41 = T+ 20,
n

1. Déduire de la partie A que pour tout entier naturel n, 0 < u, < 1.
La suite (u,) et la fonction f sont liées par la relation |wu,1 = f(uy)

On démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, 0 < u,, < 1

O Initialisation :
1
uo =5 donc . La propriété est vraie pour n =0
® Hérédité :
Soit n > 0, fixé quelconque, tel que 0 < u, < 1. On va démontrer que 0 < up41 < 1.

Ona: 0<wu, <1, donc wu,€ [0, 1]et donc d’aprés la partie A, f(u,) € [0, 1] soit upi1 € [0, 1]

On a donc bien démontré que [0 < tp41 <1

® Conclusion :

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, on a démontré que pour tout entier naturel n, |0 < u, <1

2. Déduire de la partie A que la suite (u,) est croissante.

Pour cela, on va démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, w,4+1 > up

© Initialisation :

3
>

1 2
U =5 =7 donc w; > up La propriété est donc vraie pour n = 0.

@ Hérédité :
Soit n > 0, fixé quelconque, tel que u,4+1 = uy,. On va démontrer que Up42 = Upy1.
Ona: upt1 = up.

La fonction f étant croissante sur [0; +oo[ , on a donc  f (upt1) = f (un) SOt Upio = Upiq

® Conclusion :

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, on a démontré que pour tout entier naturel n, |upy1 = up

ce qui prouve que la suite (u,,) est croissante.
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