Raisonnement par récurrence

Montrer une égalité

Correction

Exercice 1

. . . 30U, +1
Soit (Uy,) la suite définie par : Uy =3 et Upy1 = ———— pour tout n > 2
U, +3
) ) . 2" 42
Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 2 ona U, = on 9

e Inititialisation (pour n = 2)

D’une part on a : Us = 3,

2m+2 2242 6
te_z 4= b 3 donc l'égalité est vraie pour n = 2
2n—2 222 2

d’autre part, pour n =2, on a :

o Hérédité

2m 2 2n+1 2)
Soit un entier n > 2, tel que U,, = 2ni2. On va démontrer que Un+1:2nT—l_2
2™ + 2+ 3(2" — 2
Sl]n +1 ret ( ) n+1
Unt1 = % 21 — 2 vt g9
C(1+4+3)—4
3 271+2 1
7 —3) " CQFD
2n — 9 2"+2+3(2"—2) T onwd4_4
e Conclusion
2" 4 2

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, pour tout n > 2, ona U, = T

Exercice 2

7
On considére la suite numérique (V;,) définie sur IN par : V) = 3 et pour tout n >0 Vo1 =V2

8

on
7
Démontrer par récurrence que pour tout n >0 V,, = (—) .

e Inititialisation (pour n = 0)

7
D’une part ona : Vy = 3
A ACNE A
d’autre part, pour n =0, on a : (g) = (g) = (g) =3 donc 1’égalité est vraie pour n = 0

o Hérédité
gn+1

7\
Soit un entier n > 0, tel que V,, = (g) . On va démontrer que V, 11 = (g)
n= 2 n n4+1
7\ 2 7\ 2" %2 7\ 2
) -G -6 2

on
7
D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, pour tout n > 0, ona V, = (g) .

Ona:Vn+1:Vn2:

e Conclusion
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Exercice 3
n

Pour tout n > 1, soit S, = > (2k — 1)2
k=1

n(2n—1)2n+1
Démontrer que pour tout n > 1, on a S, = ( )@n+1)

o Inititialisation (pour n =1)

D’une part S; =12 =1,

12x1-1)2x1+1) 1x3
3 3
donc I’égalité est vraie pour n =1

d’autre part 1

o Hérédité
n(2n—1)(2n+1)
3
(n+1)(2n+1)(2n+3)
3

Soit un entier n > 1, tel que S, =

c’est-a-dire que

Sn+1 -

. On va démontrer que

(n + 1)[2(n+ 1) — 1} [Q(n—i— 1) +1}
3

SnJrl -

Méthode : La relation est : Spy1 = Sp + (2n +1)%.

En effet : S,y = > (2k—1)% =

n+1 n
k=1 k=

1

Pour pouvoir utiliser ’égalité supposée vraie pour S, il faut trouver une relation entre S, 41 et Si,.

(2k—1)2 +(2(n+1)—-1)2=S8,+ (2n+1)2

Ona: Sy = Sp+(2n+1)32

n(2n —1)(2n +1) N 3(2n+1)?

3 3
n2n—1)2n+1)+32n+1)2n+1)
3
(2n+1) [n(2n -1)+3(2n+1)
3

(2n +1)(2n2 —n + 6n + 3)
3
(2n +1)(2n2 + 5n + 3)
3

2n+1)2n+3)(n+1)
3

e Conclusion

D’aprés le principe de raisonnement par récurrence, pour tout n > 1, on a S, =

Remarque : un calcul rapide permet de vérifier que 'on a

bien : 2n? + 5n + 3 = (2n + 3)(n + 1)

n(2n—1)2n+1)
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